Korrelation unabhangig von Regression? Wie man die Korrelation lieber

doch nicht einfiihren sollte

RAPHAEL DIEPGEN, BOCHUM

Zusammenfassung: Der Autor kritisiert — in exem-
plarischer Auseinandersetzung mit dem Beitrag von
Engel und Sedlmeier (2010) — die iibliche Einfiihrung
der Korrelation unabhdngig von der Regression,
ndmlich als standardisierte Kovarianz, und skizziert
als Alternative ihre Einfiihrung iiber das viel besser
interpretierbare Bestimmtheitsmafp. Skizziert wird
auch eine weiter reichende Alternative zur Behand-
lung des Regressionseffektes.

1 Einleitung

Es ist schon seltsam: Da wollen Engel und Sedlmeier
(2010) den tiblichen Fehlvorstellungen zur Korrelati-
on vorbeugen, bleiben aber in ihrer Unterrichtsskizze
just bei der doch gerade so missverstandnistriachtigen
traditionellen Einfithrung der Korrelation losgeldst
von der Regression. Sie fithren — wie man das leider
nach wie vor in den meisten Lehr- und Schulbiichern
findet — den Korrelationskoeffizienten als standardi-
sierte Kovarianz ein, also als durchschnittliches Pro-
dukt von z-standardisierten x- und y-Werten — wobei
sie selbst noch den Blick auf diese Durchschnittlich-
keit erschweren, weil sie — obwohl dies weit und breit
kein inferenzstatistischer Kontext motivieren kdnnte
— immer den ,,komischen* Nenner n — 1 statt n nut-
zen (und damit auch noch den falschen Eindruck er-
wecken konnten, die Verwendung des Nenners n — 1
bringe Erwartungstreue nicht nur bei der Schitzung
von Varianz und Kovarianz, sondern auch bei der
Schitzung von Standardabweichung und Korrelati-
on). So eingefiihrt ldsst sich dann der Korrelationsko-
effizient ,,geometrisch” als ,,Summe von gerichteten
Flachen interpretieren (eigentlich miisste es hei3en:
als durchschnittliche gerichtete Fliche). Nur: Was hat
diese Interpretation des Korrelationskoeffizienten als

durchschnittliches Produkt bzw. als durchschnittli-
che gerichtete Rechtecksfliche mit dem statistischen
Konzept der Korrelation als ,,Mal fiir die Starke des
Zusammenhangs zwischen den beiden Variablen zu
tun, von dem Engel und Sedlmeier (2010, S. 14) so
beredt beklagen: ,,Er bemisst aber nur den ,linearen*
Zusammenhang, was leicht iibersehen wird und zu
Fehlinterpretationen fiihrt*, denen man dann durch
von Engel und Sedlmeier (2010, S. 15 ff.) skizzierte
Demonstrationen im Unterricht vorbeugen solle. Wie
um Gottes willen soll ein Schiiler denn erkennen und
beherzigen, dass der im Unterricht durch den Lehrer
»abbilddidaktisch* schlicht mitgeteilte — allenfalls ex
post als durchschnittliches Produkt oder als durch-
schnittliche gerichtete Rechtecksfldche interpretierte
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ein Mal ist fiir die ,,Stirke” — was auch immer das
konkret sein soll — eines linearen (!) ,,Zusammen-
hangs® — was auch immer das konkret sein soll?' Wer
die Korrelation so einfiihrt — insbesondere also ohne
Bezug zur Regression —, braucht sich nicht zu wun-
dern, dass er durch viele nachtragliche Reparaturar-
beiten die schon in der Begriffseinfiihrung angeleg-
ten Missverstindnisse, insbesondere aber Uberinter-
pretationen, mithsam beseitigen muss.

2 Das BestimmtheitsmaR r?
als relativer Verlustriickgang

Wenn man iiberhaupt den — trotz seiner Beliebtheit
recht informationsarmen — Korrelationskoeffizienten
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r im schulischen Unterricht thematisieren will (wa-
rum eigentlich?), dann sollte man ihn allenfalls als
Wurzel aus dem Bestimmtheitsmal3 (oder Determi-
nationskoeffizienten) 72, also der Giite eines regressi-
onsanalytischen Modells, einfiihren (vgl. auch Diep-
gen 2000). Etwa so:

Man sammelt bei den Schiilern 7 (x,, y )-Datenpaare
— etwa zu den notorischen Variablen Korpergrofie X
und Gewicht Y — und notiert sie fiir jeden Schiiler auf
ein Zettelchen; diese Zettelchen sammelt man dann in
einem Gefdl}, aus dem blind gezogen wird?. Vor der
Ziehung muss auf den y-Wert gewettet werden, der
auf dem gezogenen Zettelchen steht. Trifft man nicht,
bezahlt man die quadratische® Differenz zwischen
Tipp und Ziehung in Eurocent an den Spielleiter”.
Was wire der beste Tipp, wenn man auf lange Sicht
im Schnitt mdglichst wenig verlieren will? Einfache
und schultaugliche Kleinste-Quadrate-Uberlegungen
liefern hierfiir den Mittelwert y, und die Varianz s’ er-
gibt sich hier als durchschnittlicher finanzieller Ver-
lust bei Verwendung dieses optimalen Tipps y.

Wie lief3e sich die Wette verbessern, der mittlere Wett-
verlust also verringern, wenn man vor dem Tipp auf
y den zugehorigen x-Wert kennte? Dann kdnnte man
sicher einen besseren Tipp aufgrund dieses bekann-
ten x-Wertes abgeben, etwa aufgrund einer einfachen
Berechnung — denn offensichtlich sind gré3ere Men-
schen ,,tendenziell“ auch schwerer, warum auch im-
mer. Lasst man dafir ,,der Einfachheit halber nur die
einfachstmogliche Berechnung zu — ndmlich nur eine
lineare Funktion mit zwei Parametern —, dann ergibt
sich diese optimale lineare Vorhersagefunktion als

y=bx+c

mit den tiblichen Parametern der L2-Regression, also

=2 und ¢=y—bx,

15 —xp sy

und zwar —wie von Engel und Sedlmeier (2010, S. 14)
zu Recht erwihnt — notfalls sogar mit bescheidenen
Mitteln der Mittelstufenmathematik (Stichwort: qua-
dratische Ergdnzung)’. s, ist hier — zundchst — nur
eine bequeme Abkiirzung fiir das durchschnittliche
Produkt der Abweichungswerte und nicht etwa eine
den ,,Zusammenhang* von X und Y charakterisieren-
de Kennziffer; das durchschnittliche Produkt der Ab-
weichungswerte taucht hier halt by the way beim Mi-
nimierungsprozess auf — und zwar als ,,Mittelglied*
einer binomischen Formel®.
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Die Frage an die Schiiler nun, was sie denn fiir die
Nennung des zugehdrigen x-Wertes vor Abgabe ihres
— davon dann linear abhingigen — Tipps auf y maxi-
mal zu zahlen bereit wéren, was ihnen also das Wissen
um x fiir die (lineare) Vorhersage von y bringe, fiihrt
dann sehr schnell zu der Frage, um welchen relativen
Anteil sich der mittlere Wettverlust verringere, wenn
man von der ,.blinden* Wette y zur ,,intelligenten*
Wette in Kenntnis von x, also gemil3 der berechneten
Regressionsgleichung iibergehe. Fiir diesen relativen
Verlustriickgang
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ermittelt man dann — durch schuliibliche algebraische
Umformungen (insbesondere auch die binomische
Formel) — den Ausdruck
s 2
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Diese — missverstdndlich Determinationskoeffizient
oder Bestimmtheitsmall heilende — Grofie 7 ergibt
sich hier ganz natiirlich aus der problemorientierten
Frage, um relativ wie viel der kostentrdchtige mitt-
lere quadratische Vorhersagefehler beim Ubergang
von der ,,blinden* Vorhersage y zur regressionsana-
lytischen Vorhersage in linearer Abhédngigkeit vom
Pradiktor X zuriickgehe.

Hier geht es einzig und allein um die — lineare — Vor-
hersagbarkeit von Y durch X: Worin diese ihren Grund
haben mag — etwa in einem kausalen Einfluss von X
auf Y oder von Y auf X oder gegenseitig von X auf
Y und von Y auf X oder in einem kausalen Einfluss
einer oder mehrerer Drittvariablen sowohl auf X als
auch auf Y — all dies ist hier zunéchst irrelevant’: Es
geht nur um Vorhersagbarkeit, nicht etwa um Beein-
flussbarkeit, nicht etwa um kausale Effekte. (Kon-
kret: Ob die Korpergrofie das Gewicht beeinflusst,
oder ob das Gewicht die KorpergroBe, ob Korper-
grofle und Gewicht gemeinsam von Drittvariablen
wie Genetik, Erndhrung, ..., beeinflusst sind, oder ob
der Zusammenhang zwischen Korpergrofe und Ge-
wicht gar nur sozial konstruiert ist — etwa durch die
soziale oder gesundheitspiddagogische Norm, Norm-
oder Idealgewicht zu halten — all dies interessiert fiir
die Wette nicht. Und keine dieser konkurrierenden
theoretischen Moglichkeiten wiirde durch den Wet-
terfolg belegt.) Ebenso irrelevant bleibt, ob der die
Vorhersagbarkeit konstituierende Zusammenhang
zwischen X und Y ,wirklich® linear ist, wie tber-
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haupt die ,,Form* der (x,, y)-Punktwolke — und ggf.
ihre ,, Approximierbarkeit durch eine Regressions-
gerade — keine wesentliche Rolle spielt: Wenn die
»ansteigende Gesamtpunktwolke in ,abfallende*
Teilpunktwolken zerfillt, ist dies in diesem Zusam-
menhang kein Paradox, sondern schlicht irrelevant:
Zum (Simpson’schen) Paradox gerdt dies nur dem,
der — ohne jeden Grund — die bescheidene Vorher-
sagbarkeit als Beeinflussbarkeit (oder vice versa Er-
klarbarkeit) iiberhoht, wer — ohne jeden Grund — von
der Gesamtpunktwolke auf ihre Teilpunktwolken
schlieft, wer — ohne jeden Grund — unterstellt, die fiir
den ganzen Datentopf erfolgreiche Wettstrategie mit-
tels eines bestimmten Regressionsterms miisse auch
fiir jedes Teildatentdpfchen erfolgreich sein.

Solchen grundlosen Uberinterpretationen wird leider
durch gingige Redeweisen — vor allem in den Hu-
manwissenschaften — Vorschub geleistet. Wer — wie
leider auch Engel und SedImeier (2010, S. 17) —#2 als
,erklarte” Varianz bezeichnet, diirfte den Eindruck
erwecken, dass hier — aus Ursachen — ,,erklart™ wird,
wo doch tatsdchlich nur vorhergesagt wird.

3 Und die Korrelation r?

Es gibt von der Sache her eigentlich keinen Grund,
neben dem wohl interpretierten Determinationskoef-
fizienten ? auch noch dessen — informationsidenti-
sche — Wurzel, also den Korrelationskoeffizienten r
einzufithren — auBer der seltsamen Beliebtheit dieses
Korrelationskoeffizienten » in der mathematikfernen
statistischen Praxis. (Ironie dabei: Zumeist wird dort
die Mitteilung eines Korrelationskoeffizienten — etwa
0,7 — sofort mit dem Zusatz erldutert, also sei die
Varianz in Y durch X zu 0,72 sprich etwa 50 % ,,er-
klart“.) Und es diirfte auf der Schule auch nicht ganz
einfach sein, den Schiilern gegeniiber iiberzeugend
zu begriinden, warum man aus dem wohl definierten
Konzept eines relativen Verlustriickgangs, also aus
dem Prozentsatz 2, die Wurzel ziehen sollte. Wenn
man doch eine Begriindung versuchen will, konnte
man — gleichsam in zweidimensionaler Extension des
Ubergangs von der Varianz zur Standardabweichung
—auf den Nutzen von 7 fiir die Standardisierung einer
Punktwolke oder auf die Rolle von 7 in der zweidi-
mensionalen Tschebyscheff’schen Ungleichung hin-
weisen — zugegebener Weise alles eher dunkel.

4 Zum Regressionseffekt

Ob man auf der Schule — wie von Engel und Sedlmeier
(2010, S. 16) vorgeschlagen — den doch sehr speziellen
Regressionseffekt, also die Regression zur Mitte bei
Messwiederholung, thematisieren sollte, sei dahinge-

stellt: Die mogliche Missinterpretation der statistisch
zwingenden Mittelwertsverdnderungen von Extrem-
gruppen (hin zur Mitte) bei wiederholter messfehler-
behafteter Messung scheint viel weniger bildungsrele-
vant® als etwa die grundsétzliche Problematik der kau-
salen Uberinterpretation von Korrelationen (Stichwort
»Scheinkorrelation®). Wenn man daher auf der Schule
den speziellen Re-gressionseffekt behandelt, sollte
man dies moglichst so tun, dass dabei auch noch allge-
meine Einsichten fiir die Regression abfallen — mehr
jedenfalls als bloB die abstrakte Erkenntnis, dass im
Falle gleicher Varianzen von X und Y die Steigung der
Regressionsgerade dem Korrelationskoeffizienten »
entspricht und daher bei nichtperfekter Korrelation be-
tragsmaBig kleiner 1 sein muss. Etwa so:

Man erzeugt — dem Vorschlag von Engel und Sedl-
meier (2010, S. 17) folgend — durch Computersimu-
lation eine Punktwolke (nicht nur aus fiinfzig, son-
dern aus vielen hundert oder tausend) Datenpunkten
(x,,y,) zu den Variablen

X=T+E, und Y=T+E,

mit einer einheitlichen, N(u, 0?)-verteilten ,,wahren®
Variablen 7 und zwei (untereinander und von 7) un-
abhéngigen N(0, 0,?)-verteilten Messfehlervariablen
E, und E,° Man sicht dann, dass die resultierende
Punktwolke ellipsenformig ist'’. (Genauer: Dass der
»Sandhaufen®, als der diese Punktwolke interpretiert
werden kann, durch ellipsenférmige Hohenlinien be-
schrieben ist'!.) Die Langsachse —also die lange Sym-
metrieachse — dieser Ellipse(n) ist selbstverstindlich
aufgrund der einheitlichen ,,wahren* Komponente T’
und der nichtkorrelierenden unsystematischen Zu-
fallsfehlerkomponenten (mit gleicher Verteilung) die
45°-Winkelhalbierende (vgl. Abb. 1).12

Y=T+Ey
A

U X=T+Ex

Abb. 1: ,Ellipsenférmige Punktwolke* mit Symme-
trieachse und — flacherer — Regressionsgerade
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Schneidet man dann diese Punktwolke liangs der Y-
Achse in feine Scheibchen und fragt sich, welches
die nach dem Kleinste-Quadrate-Kriterium beste
Prognose jeweils fiir das entsprechende kleine X-In-
tervall ist, dann ergibt sich jeweils der scheibchen-
spezifische Mittelwert in Y, in Abb. 1 jeweils als di-
cker Punkt markiert. Offensichtlich'® liegen alle diese
Punkte auf einer Geraden, die dann — da sie sich an
demselben Kleinste-Quadrate-Kriterium orientiert
— gerade die L?-Regressionsgerade sein muss. Die-
se hat aber offensichtlich gegeniiber der Symmetrie-
achse eine geringere Steigung, woraus der spezielle
Regressionseffekt folgt'. Die zusitzliche allgemeine
Einsicht zur Regression ist hier aber: Bei ,,symmet-
rischen* Punktwolken stimmt die Regressionsgerade
eben nicht — wie von vielen immer spontan vermutet
— mit der Symmetrieachse iiberein: Diese ndmlich
minimiert — ganz anders als eine Regressionsgerade
— allenfalls die orthogonalen Abstinde. Und diese
Erkenntnis konnte man dann nutzen, um die — auch
und gerade in Schulbiichern verbreitete — verkiirzte
Vorstellung zu korrigieren, bei der Regression gehe
es zuvorderst um die moglichst gute (,,enge) Appro-
ximation einer Punktwolke durch eine Gerade.

Anmerkungen

1 Falls man an das Vorwissen ankniipfen kann, dass ein
Rechteck gegebenen Umfangs dann maximalen Fla-
cheninhalt hat, wenn es ein Quadrat ist, konnte man
im Unterricht mit einer Fiille von Zusatziiberlegungen
zeigen, dass die durchschnittliche gerichtete Recht-
ecksflache betragsmifBig maximal und gleich der bei-
derseitigen Varianz — kraft Standardisierung also 1
— ist, sofern die gemittelten Rechtecke Quadrate sind,
sofern also die Datenpunkte alle auf der 45°-Winkel-
halbierenden liegen, insbesondere also falls mit den
standarisierten x-Werten immer betragsméBig gleich
grofle y-Werte verbunden sind bzw. die unstandardi-
sierten y-Werte eine lineare Funktion der zugehorigen
unstandardisierten x-Werte sind. Man hétte mit die-
sen durchaus nicht trivialen Uberlegungen aber nur
gezeigt, dass die Korrelation betragsmafig 1 ist, falls
alle Datenpunkte auf einer Geraden liegen; man hét-
te damit nicht gezeigt, dass und in welchem konkret
interpretierbaren Sinne die Korrelation ein sinnvolles
MaB fiir den linearen Zusammenhang ist, sofern dieser
eben nicht perfekt ist. Elegant ist das alles nicht.

2 Natiirlich muss man dieses Wettspiel bei — {ibli-
cher — Zeitknappheit im Unterricht nicht tatséchlich
durchfiihren; es geht nur darum, eine paradigmati-
sche konkrete Situation fiir die — letztlich theoretische
— Diskussion zu présentieren, in der die Frage nach
moglichst guter Vorhersage praktische Relevanz hat.

3 Ob fiir die statistikbasiertes Handeln sicherlich recht
gut reprisentierenden Wettspiele quadratische Ver-

lustfunktionen angemessen sind — oder doch eher li-
neare — sei dahingestellt. Diese Frage liee sich aber
ex post durch den Vergleich von algorithmisch beque-
mer L>-Regression, die den mittleren quadratischen
Vorhersagefehler minimiert, und algorithmisch auf-
windiger L'-Regression, die den mittleren absoluten
Vorhersagefehler minimiert, diskutieren — und fiir
den Fall ,,symmetrischer Datenwolken als irrelevant
erkennen. Erleben lieBe sich dabei, dass es bei der
stochastischen Modellierung nicht nur auf Realitéts-
angemessenheit, sondern auch auf — nicht zuletzt al-
gorithmische — Einfachheit ankommt.

Zu den vielleicht nicht jedermann bekannten statistik-
iiblichen Bezeichnungen L' bzw. L?: Diese beziehen
sich darauf, dass das Regressionsproblem geometrisch
im durch die Personen (also nicht Variablen) aufge-
spannten Raum interpretiert werden kann als Fillen
des Lotes von einem Punkt auf eine Ebene; L' bzw.
L? markiert dann die Metrik dieses Raumes, also was
man jeweils unter dem Abstand d zweier (mehrdimen-
sionaler) Punkte bzw. Vektoren x und y versteht (also
d=YJx —y|in L' und d=V¥(x,~y)* in L?). Die L*-
Regression ist also die ,,normale* Regression mit den
iiblichen Kleinst-Quadrate-Schétzern.

Zur besseren Motivation liee sich natiirlich so mo-
difizieren: Man erhélt einen festen Eurobetrag minus
der quadratischen Differenz zwischen Tipp und Zie-
hung ©.

Sicherlich ist diese mittelstufenmathematische Be-
stimmung der Kleinst-Quadrate-Schitzer » und ¢
weder sonderlich elegant noch sonderlich bildungs-
wirksam, weil sie halt nur fiir die einfache Regression
mit einem Pradiktor funktioniert. Bei mindestens zwei
Pridiktoren fithrt dann kein Weg mehr an der elegan-
teren und allgemeineren Bestimmung iiber die partiel-
len Ableitungen der Oberstufenmathematik vorbei.

Denn die Vorhersagefehler (v, — (bx, + ¢))* enthalten
die Produkte x y,, wie der Schiiler beim Ausmultipli-
zieren sieht. An dieser Stelle kann man klar machen,
dass in diesen Produkten x y. — letztlich also in der Ko-
varianz — alle Information tiber den linearen ,,Zusam-
menhang™ von X und Y stecken muss, denn alle ande-
ren Bestandteile der quadratischen Vorhersagefehler
héngen ersichtlich jeweils nur von einer dieser beiden
Variablen ab, also nicht von deren ,, Kovariieren®.

Deshalb sollte man das Wettspiel im Unterricht tun-
lichst auch in umgekehrter Richtung — Wette auf X in
Kenntnis von Y — untersuchen.

Fiir die Allgemeinbildung relevant ist wohl eher das
theoretische Durchdenken der psychologischen oder
soziologischen Wirkungen latenter Regressionseffekte
im Alltag. Beispiel: Warum glauben so viele Lehrer (El-
tern, Chefs, ...), dass ,,ihrer Erfahrung nach* der Tadel
schlechter Leistungen nutze, das Lob guter Leistungen
aber nicht? Unterstellt man plausibler Weise, dass die
wahrgenommenen (,,gemessenen) Leistungen mit ei-
nem zufdlligen ,,Fehler” behaftet sind, muss sich eine
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gezeigte schlechte Leistung beim néchsten Mal tenden-
ziell verbessern, eine gute tendenziell verschlechtern,
obwohl die ,,wahre* Leistung gleich geblieben ist, und
zwar vollig unabhéngig von einem zwischenzeitlichen
Tadel oder Lob des Lehrers. Dieser aber ,.erlebt” und
Herfahrt immer wieder, dass sein Tadel die Leistung
zumeist verbessert, sein Lob aber zumeist verschlech-
tert. Das Aufdecken solcher ,erfahrungsgetrankter
Fehlattributionen von Regressionseffekten auf eigenes
Bewirken diirfte durchaus zur Allgemeinbildung geho-
ren. Und das Demaskieren von Lehrerhandeln als ,,aber-
glaubig® diirfte Schiilern sicherlich auch Spall machen.

Tunlichst sollte die Fehlervarianz ¢,* viel kleiner sein
als die ,,wahre* Varianz ¢®>. Wer will, kann dann auch
noch das Verhéltnis von wahrer Varianz o* zur gesamten
Varianz 0 + ¢,> mit dem psychometrischen Fachbegriff
»~Reliabilitdt” benennen. Ubrigens konnte der fleiBlig SiS
lesende Lehrer zur Illustration der bivariaten Normal-
verteilung von (E,, £,) das Logo des Vereins zur Forde-
rung des schulischen Stochastikunterrichtes nutzen ©.

Diese Ellipsenformigkeit hatte Galton iibrigens bei
seiner ,,Entdeckung® des Regressionseffektes bei Va-
ter-Sohnes-Grofen gleich mitentdeckt; sie wurde dann
im Konzept der bivariaten Normalverteilung formali-
siert, die sich ja gerade dadurch auszeichnet, dass die
Kurven gleicher Dichte Ellipsen sind — was mathema-
tisch tibrigens nicht ganz leicht zu zeigen ist.

Es kommt hier im Unterricht tiberhaupt nicht auf — oh-
nehin nicht erreichbare — begriffliche Exaktheit an, also
darauf, dass es tatsdchlich im mathematischen Sinne
exakte Ellipsen sind — von denen die meisten Schiiler
nur eine umgangssprachliche Vorstellung haben diirf-
ten. Die nur auf den visuellen Eindruck gestiitzte un-
terrichtliche Argumentation greift auch, wenn es sich
nur ,,ungefahr um so etwas wie Ellipsen handelt.

Man kann dies iibrigens auch ohne Computer be-
werkstelligen: Man bastelt sich auf Folie ein ,kreis-
formiges” (£, E,)-Punktwolkchen (mit sich um den
Ursprungspunkt héufenden Punkten), markiert sich
auf der 45°-Winkelhalbierenden im XY-Koordina-
tensystem halbwegs normalverteilt einige Punkte fiir
die wahre Variable 7, legt auf diese ,,wahren Punkte
jeweils mit seinem Mittelpunkt das Fehlerpunktwolk-
chen als Schablone und erzeugt so die gewiinschte ,,el-
lipsenformige* (X, Y)-Punktwolke.

Dies ist iibrigens eine ,,altehrwiirdige* Erkenntnis der
Kegelschnittgeometrie, iiblicherweise zugeschrieben
Apollonius von Perge (ca. 260—190 v. Chr.): Betrachtet
man zu einem beliebigen Ellipsendurchmesser (also
einer Ellipsensehne durch den Ellipsenmittelpunkt)
alle parallelen Sehnen, so liegen deren Mittelpunkte
ebenfalls auf einem Ellipsendurchmesser, dem soge-
nannten ,,konjugierten Durchmesser.

Handelt es sich iibrigens bei der Punktwolke nur ,,un-
gefdhr um eine Ellipse, dann gilt die Argumentati-
on ersichtlich ,,im Wesentlichen® immer noch. Dann
liegen halt die Scheibchenmittelwertspunkte nur un-

gefdhr auf einer Geraden, wie ja auch die Symme-
tricachse dann nur ein ungefahres — damit aber nicht
sinnloses — Konzept ist.

14 Fiir den, der es genau wissen will: Unter den im Text
genannten Modellannahmen — es sind abgesehen
von den Normalverteilungsannahmen die der soge-
nannten ,klassischen Testtheorie der Psychomet-
rie — ist die zweidimensionale Zufallsvariable (X, Y)
bivariat normalverteilt, also N(u,,u,, 07’ 02, 0)-
verteilt, und zwar mit den Parametern u,=u, = pu,
ol=0/=0"+0.7und ¢ = 0*/(0* + 0,%). Die Regres-

siongerade hat den Funktionsterm oX + (1 — o)u; sie

beschreibt — dies wurde fiir diesen ,,scheibchenwei-
sen” Unterrichtsvorschlag gerade ausgenutzt — auch
den bedingten Erwartungswert von Y gegeben X; ihre

— der Reliabilitét entsprechende — Steigung ¢ = 0%/

(0% + 0,?) ist kleiner 1, entsprechend 45°, solange die

Messung nicht perfekt, also o, > 0 ist. Insofern ist der

Regressionseffekt hier Folge nichtperfekter Messung.

Dass fiir die Korrelation ¢ von Xund Y ¢ = ¢°/(0* + 0,7)
gilt, ergibt sich aus den Modellannahmen durch An-
wendung der liblichen Rechenregeln fiir Kovarianzen
(,,Ausmultiplizieren*), wobei sich insbesondere auch
Oy = o’ zeigt, also dass die Kovarianz der ,,Tests* X
und Y gleich der ,,wahren* Varianz von T ist. Die Iden-
titit der Korrelation ¢ mit der Reliabilitit 0*/(0* + 0,2)
wird in der Psychometrie zur empirischen Schitzung
der Reliabilitdt genutzt: Man schitzt die Reliabilitét
eines Tests X, indem man diesen (in einer Stichprobe)
mit einem ,,parallelen” — also (vermutlich) dieselbe
,wahre* Variable 7 mit derselben Genauigkeit mes-
senden — Test Y korreliert, wobei Y héufig schlicht
eine Wiederholung des Testes X zu einem spéteren
Zeitpunkt ist (,,Retestreliabilitdt®).

Selbstverstindlich lieBe sich der Regressionseffekt im
Sinne einer gegeniiber der Symmetrieachse einer sym-
metrischen Punktwolke flacheren Regressionsgerade
auch unabhéngig von dieser praktischen Problematik
der Wiederholung fehlerbehafteter Messungen als
theoretische Eigenschaft einer jeden bivariaten Nor-
malverteilung darstellen; allein, dies wire wohl viel
weniger bildungsrelevant.
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